TD 3 : Projecteurs et symétries (Indications)

Indications pour I’exercice 1 :

1. Le sens direct découle de la définition, il suffit de calculer p?(x). Penser ensuite & écrire x = z — p(x) + p(x) pour tout
vecteur x de E pour le sens réciproque.

2. Utiliser le fait que si p est un projecteur, alors c’est la projection sur Im(p) parallelement a Ker(p).
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3. Le sens direct découle de la définition, il suffit de calculer s?(x). Penser ensuite a écrire x = 5(90 —s(z)) + i(x + s(x))

pour tout vecteur x de E pour le sens réciproque.
Indications pour I’exercice 2 :

1. Utiliser la caractérisation p? = p et les propriétés des projecteurs.

2. Utiliser la caractérisation s = Idg et les propriétés des symétries.

Indications pour I’exercice 3 :
On peut montrer par récurrence que pour tout entier p, 1 <p<n—1, dim(H; N---NH,) >n—psi (Hy,..., H,_1) est une
famille d’hyperplans.

Indications pour I’exercice 4 :

1. Raisonner par double inclusion, revenir aux définitions.

2. Utiliser la caractérisation :

f(E1)++f(En) = f(El)GB@f(En) <:>v(y17~~~uyn) € f(El)XXf(En)7y1++yn =0=y=-=y, =0

3. Rappel : z € f71(A) < f(z) € A.

4. Trouver par exemple deux droites vectorielles Fy et Fy de R? en somme directe et une application f € £(R?) telle que

fHF) = {0} et f7H(F2) = {0}.
Indications pour ’exercice 5 :

1. Raisonner par analyse synthése pour montrer que toute fonction de E s’écrit comme somme d’une fonction de F' et
d’une fonction de G.

2. Utiliser la décomposition trouvée & la question précédente pour exprimer directement p(f) en fonction de f.
Indications pour ’exercice 6 :

1. Raisonner par analyse synthese pour montrer que tout vecteur de F s’écrit comme somme d’un vecteur de F' et d’'un
vecteur de G.

2. Utiliser la décomposition trouvée a la question précédente pour exprimer directement s(z,y, z) en fonction de (z,y, z).
Indications pour ’exercice 7 :

1. (a) F est ensemble des solutions d’un sytéme d’1 équation & 2n inconnues.

(b) La réponse précédente peut donner la réponse, sinon on peut voir F aussi comme noyau d’une application linéaire,
ou bien encore écrire directement une base de F.

2. Montrer que F' et G sont en somme directe puis raisonner sur les dimensions.

3. Décomposer = dans F' @ G par analyse-synthese, les réponses a 3a) et 3b) sont ensuite immédiates en appliquant les
définitions.

Indications pour I’exercice 8 :



1. Comme d’habitude une analyse-synthese fera l’affaire

2. Reprendre la décomposition de la question précédente.
Indications pour I’exercice 9 :

1. Routine

2. Montrer que la somme est directe et utiliser la formule de Grassmann pour montrer 1’égalité des dimensions. Pour
déterminer la dimension de Ker(u) on peut par exemple montrer que u est surjective.

Indications pour ’exercice 10 :
Rappel : F est stable par u si pour tout € F, u(z) € F.
Remarque : u(x) € Ker(s — Id) <= s(u(z)) = u(x).

Indications pour I’exercice 11 :
Choisir une base de E dans laquelle la matrice représentative de s est diagonale.

Indications pour I’exercice 12 :
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1. Utiliser la caractérisation r* = r en remarquant que Im(p) C Ker(q) <= qop =0

2. Raisonner par double implication en utilisant bien toutes les hypotheéses. Comme 7 est un projecteur, montrer que
x € Im(r) revient & montrer que r(z) = x.

Indications pour I’exercice 13 :

1. Le théoréme du rang suffit.

2. L’hypothése « go f est de rang p » et le résultat de la question précédente suffisent pour obtenir I’égalité des dimensions
dans la premiere égalité. La deuxiéme vient ensuite immédiatement grace au théoréme du rang.

3. Utiliser le fait que pour un projecteur ¢, = € Im(q) < ¢(x) = x.

4. Utiliser le résultat précédent et 'injectivité de g.
Indications pour I’exercice 14 :

1. Développer en utilisant a? = b?> = Idg. Attention : a o b # bo a a priori.
2. La question précédente donne un lien entre (a + b) o (a — b), (a —b) o (a+b) et (aob—boa).
3. Attention : si f,g € L(E), y € Im(f) NIm(g) <= Tz1,22 € E, y = f(z1) et y = g(x2).

Indications pour I’exercice 15 :

1. Pour déterminer s(s(P(X)), poser Q(X) = s(P(X)) = P(1 — X) puis écrire s(Q(X)) = Q(1 — X).
2. La courbe représentative d’une fonction f définie sur R est symétrique par rapport a la droite d’équation x = a si

fla—2x) = f(a+ ) pour tout z € R.
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)

3. Si f est une fonction définie sur R et que g :  — f(z+a), alors la courbe représerﬁxtive de g dans un repeére (O,
est le translaté de la courbe représentative de f par la translation de vecteur —a i .

4. Un polyndme est nul si et seulement si tous ses coefficients sont nuls.

5. Un automorphisme envoie une base de E sur une base de E.
L’ensemble des polynomes de R,,[X] qui définissent des fonctions paires est un sous espace vectoriel de R, [X] dont une
base est (1, X2, X*4,..., X2P(0/2)),

6. Montrer de la méme fagon que P(1—X) = —P(X) <= P(X + ) définit une fonction impaire, la suite est trés similaire
au cas précédent.

Indications pour I’exercice 16 :

1. Routine

2. Attention il ne suffit pas de montrer que Spec(s) C {—1,1}.



. Pour le sens =, utiliser la caractérisation z € E; <= s(z) =z et x € E_; < s(x) = —x.
1l suffit de décomposer les vecteurs de E dans Ey; & E5 pour obtenir les égalité voulues pour le sens <.
1
- Pour tout z € B, ¢(f)(x) = 5 (s(f(2)) + f(s(2)) = A/ ().
. Si f est un vecteur propre de ¢ associé a la valeur propre A, alors f # 0 donc il existe un vecteur = appartenant a F
ou & Fsy tel que f(x) #0. f(z) est alors un vecteur propre de s d’apres le résultat de la question précédente.

. Si P est un polynéme annulateur de ¢, toute valeur propre de ¢ est une racine de P. Faire ’essai avec un polynome
de degré 3 qui satisfait cette condition.



